TEORIA DE CONJUNTOS

DEFINICION DE CONJUNTO

Un conjunto es un grupo de elementos u objetos especificados en tal forma que se puede afirmar con
certeza si cualquier objeto dado pertenece o0 no a la agrupacién. Para denotar a los conjuntos, se usan
letras mayusculas.

Cuando un elemento X1 pertenece a un conjunto A se expresa de forma simbélica como: X1 € A.En
caso de que un elemento Y1 no pertenezca a este mismo conjunto se utiliza la notacion: Yy, ¢ A

Existen cuatro formas de enunciar a los conjuntos:

1) Por extensién o enumeracion: los elementos son encerrados entre llaves y separados por
comas. Es decir, el conjunto se describe listando todos sus elementos entre llaves.

2) Por comprension: los elementos se determinan a través de una condicion que se establece
entre llaves. En este caso se emplea el simbolo | que significa “tal que". En forma simbdlica es:

A={x | PO)}={x %X, %}

que significa que el conjunto A es el conjunto de todos los elementos X tales que la condicién P(X) es

verdadera, como X1 ,X2, X3, etcl.

3) Diagramas de Venn: son regiones cerradas que sirven para visualizar el contenido de un
conjunto o las relaciones entre conjuntos2.

4) Por descripcion verbal: Es un enunciado que describe la caracteristica que es comun para los
elementos.

Ejemplo.
Dada la descripcion verbal “el conjunto de las letras vocales”, expresarlo por extensién, comprension y
por diagrama de Venn.

Solucioén.
Por extensioén: V = {a,e,l,o,u }

Por comprension: V = {X | X es una vocal }
Por diagrama de Venn:

Vv

! La notacién P(X) no representa un producto, es una condicion que deben satisfacer los elementos para pertenecer a un
conjunto.

2En el caso particular de que un conjunto tenga un sélo elemento numérico, a menos de que se haga la distincién, no representa el
ndmero de elementos que posee el conjunto.



Ejemplo.
Expresar de las tres formas al conjunto de los planetas del sistema solar.

Solucion.
Por extensién: P = { Mercurio,Venus,Tierra,Marte, Jpiter,Saturno,Urano, Neptuno,Plutén }

Por comprensién: P = { X | xes un planeta del sistema solar }
Por diagrama de Venn:

» Urano

« Neptuno

» Marte

» Saturno
 Plutén

« Jlpiter

* Mercurio
e \enus

« Tierra

Si cada elemento de un conjunto A es también un elemento del conjunto B, se dice que A es un
subconjunto de B . La notacion A — B significa que A esta incluido en B y se lee: “ A es subconjunto
de B " 0 “ A esta contenido en B ”.

Si no todos los elementos de un conjunto A son elementos del conjunto B, se dice que A no es
subconjunto de B . En este caso la notacion A & B significa que A no es un subconjunto de B .

Gréaficamente, esto es:

(e

AcB AzB AzB
Bz A Bz A Bz A

En los ejemplos anteriores, si Fz{a,e,o} es el conjunto de las vocales fuertes vy

S= { Mercurio,Venus} es el conjunto de planetas que no poseen satélites, entonces se cumple que:
FcV yque ScP.Delamismaforma, notesecomo: FZP, S¢V F¢S yS«F.

La cardinalidad de un conjunto se define como el nimero de elementos que posee. Se denota por medio
de los simbolos Mo # .
De los conjuntos anteriores: n(V ) =5, n(F ) =3,n(P) =9yn(S) =2.



CONJUNTOS CON NOMBRES ESPECIFICOS

« Un conjunto vacio o nulo es aquel que no posee elementos. Se denota por: ¢ o bien por { } El
conjunto vacio siempre forma parte de otro, asi que es subconjunto de cualquier conjunto.

Ejemplos.
¢ = { x | xson los dinosaurios que viven en la actualidad }

{ }=1{x | xson los hom bres mayores de 300 afios |
¢ = {x \ X SOn NUMeros positivos menores que cero }

« Un conjunto universal es aquel que contiene a todos los elementos bajo consideracion. Se denota por
U . Graficamente se le representara mediante un rectangulo.

Ejemplos.

sz 2 x | xson los dias de la semana }z {lunes ,martes ,miércoles , jueves viernes ,sdbado ,domingo }
A= { X ‘ x son los dias de la semana inglesa}: {Iunes,martes,miércoles, jueves,viernes}

B :{ x | xson los dias del fin de semana }:{Sébado,domingo }

C= { X | xson los dias de la semanacon menos de siete letras } = {lunes,martes, jueves,sabado }
Notese como: AcU, Bc U, CcU

« Un conjunto finito es aquel cuyos elementos pueden ser contados.

Ejemplos.
J= { x | X eselnimero de un dia del mes de junio }

K= { X | X'=4 }
L= { x | xes lacantidad de autos en la ciudad de México }

« Un conjunto infinito es aquel cuyos elementos no pueden ser contados, es decir, su cardinalidad no
esta definida.

Ejemplos.
N={1357911, -}
M={246810,12, - -}

Q= { X | xeslacantidad de puntos en una linea }

« Dos conjuntos son iguales si tienen exactamente los mismos elementos. Se denota por el simbolo =.
Ejemplo.

R={1234567890}

s={ x | xesundigito }

R=S

« Dos conjuntos son desiguales si por lo menos difieren en un elemento, es decir, si no tienen
exactamente los mismos elementos. Se denota por el simbolo #.



Ejemplo.

D | x*=9)
E={-22}
D=E

« Dos conjuntos son equivalentes si tienen la misma cantidad de elementos, es decir, si poseen la
misma cardinalidad. Se denota por el simbolo ~.

Ejemplos.

W= {< | x son las estaciones del afio }

Z= {x | x es un punto cardinal }

n(w)=4

n(2)=4

W=xZ

Cuando los conjuntos son equivalentes existe una correspondencia uno a uno o biunivoca. Esto significa

que se puede establecer una relacion que asocie a cada elemento del primer conjunto con un Unico
elemento del segundo conjunto sin que sobren elementos en ningln conjunto.

En el ejemplo anterior:

Primavera
Verano

Otofio

Invierno

OPERACIONES CON CONJUNTOS

o Launién de los conjuntos Ay B es el conjunto de todos los elementos de A con todos los
elementos de B sin repetir ninguno y se denota como A U B . Esto es:

AUB={x | xeA o xeB}

Graficamente:



AUB U

Ejemplo.

A= {mango,ciruela,uva,naranja,manzana,sandia }

B= {durazno,melén,uva,naranja,sandia, platano }

AUB= {mango,ciruela,uva,naranja,manzana,sandia,durazno,melc’)n, pla tano }

La interseccion de los conjuntos Ay B es el conjunto de los elementos de A que también
pertenecen a B y se denota como A N B . Esto es:

AmB:{x\XEA y XGB}

Graficamente:

ANB U

Ejemplo.

A= {mango,ciruela,uva,naranja,manzana,sandia }
B= {durazno,melén,uva,naranja,sandia, platano }
A N B = { uva,naranja, sandia }



Dos conjuntos son ajenos o disjuntos cuando su interseccidn es el conjunto vacio, es decir, que no tienen
nada en comun. Por ejemplo:

A = {mango ciruela,uva,naranja,manzana,sandia }
E = {limén, fresa, pera,mandarina,cereza }
ANE=¢

« El complemento del conjunto A con respecto al conjunto universal U es el conjunto de todos los
elementos de U que no estan en Ay se denota como A' . Esto es:

A={xeU |xegA}

Gréaficamente:

Ejemplo.

U= {mango,kiwi,ciruela,uva, pera,naranja,cereza,manzana,sandia,durazno,limén,melén, plétano}
A = {mango,ciruela,uva,naranja,manzana,sandia }

A'= {kiwi, pera,cereza,durazno,limén,mel6n, platano }

En este ejemplo se puede notar como n(A)+ n(A'): n(U)
De esta definicién, se puede advertir que se cumplen las siguientes expresiones:

(A)=A
¢'=U
U'=¢

o La diferencia de los conjuntos A y B (en ese orden) es el conjunto de los elementos que
pertenecen a Ay no pertenecen a B y se denota como A — B . Esto es:

A-B={x|xecA y xe¢B}

Graficamente:



Ejemplo.

A= {mango,ciruela,uva,naranja,manzana,sandia }
B= {duraznOJneIén,uva,naranja,sandia,pléiano }
A - B = {mango,ciruela,manzana }

B — A= {durazno,mel6n, platano }

Se puede advertircomo A-B=B-A.

Del diagrama de Venn anterior se deducen las siguientes expresiones:

A-B=ANB'

A-B=¢, siysdlosi:AcB
A-B=B-A, siysblosi:A=B
A-B=A, siysblosi:ANnB=¢

(A-B)cA
A-p=A
A-B=B-A

Los conjuntos A—B, AN B, B— A son mutuamente ajenos (su interseccién es el conjunto vacio).

Ejemplo.
Sean los conjuntos:

U={ab,cdef,gh,ijklmn}
A={ade,qgh,kln}
B={ac,f,g klm}

Obtener:

a) AUB by AN B c) A’

d) B’ e) A—B HB—A
9 AAUB h) An B ) A' N B’
) A —B' k (AU B) (A NB)'



Solucién.

a) AUB={a,c,d e f,ghk,lmn} b) AnB={a, gk}
c)A'={b,.c, f,i,jm} d)B'={b,d eh,i,jn}
e) A-B={d ehn} fB-A={c,fm}

9 A'UB={abc f,g.ijk,Im} h)An B'={dehn}

) A'NB'={b,i,j } DA -B'={c,f,m}

k(AuB)={bij}
) (AnB)={bcdefhijmn}

De acuerdo con las definiciones de unién, complemento y diferencia, se puede establecer que sus
respectivas cardinalidades se pueden obtener a través de:

n(AuB) =n(A)+n(B)-n(An B)
n(A") =n(U)-n(A)

n(A-B) =n(A)-n(An B)

Ejemplo.
En una unidad habitacional viven 120 familias y se sabe que 70 de ellas tienen automoévil, que 30

poseen un reproductor de DVD y que 17 tienen ambas cosas. Se desea conocer: a) ¢cuantas familias
tienen exclusivamente automévil?, b) cudntas familias son duefios exclusivamente de un reproductor
DVD, c) ¢cuantas familias son propietarias de un automévil o de un reproductor DVD?, y d) ¢cuantas
familias no poseen ni automovil ni reproductor DVD?

Solucion.
Identificando los datos por su cardinalidad:

Namero de familias del conjunto universal, T](U )= 120
Ntmero de familias con automévil, n(A) = 70

NUmero de familias con reproductor DVD, ﬂ(D ) =30

Numero de familias con automovil y con reproductor DVD, n(A N D) =17

(AuD)

Del diagrama en donde se muestran el nimero de elementos de los conjuntos se aprecia que:
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a) El nimero de familias que exclusivamente tienen automoévil es:

n(A)-n(An D) =70-17 =53
b) El nUmero de familias que son duefios exclusivamente de un reproductor DVD es:

n(D)-n(An D) =30-17=13

¢) El nimero de familias que son propietarias de un automévil o de un reproductor DVD es: n(A U B),
asique: 1(AUD)=n(A)+n(D)-n(AND)=70+30-17 =83

d) El nimero de familias que no poseen ni un automavil ni un reproductor DVD es: N (A U B)' , por lo que:
n(AuD)=n(U)-n(AuD)=120-83=37

PROPIEDADES DE LOS CONJUNTOS

Sean los conjuntos A, B,C dentro del universo U . Las seis propiedades que rigen las operaciones con
€s0s conjuntos son las siguientes:

1. Propiedades de identidad:

AUd=A
AUU=U
ANU=A
ANd=4

2. Propiedades de idempotencia:

AUA=A
ANA=A

3. Propiedades de complemento:

AUA=U
ANA=d

4. Propiedades asociativas:
(AuB)uCc=AU(BUC)
(AnB)nC=AN(BNC)
5. Propiedades conmutativas

AUB=BUA
ANB=BNA

6. Propiedades distributivas

AU(BNC)=(AuUB)n(AUC)
An(BuC)=(AnB)U(ANC)



LEYES DE D’MORGAN

Estas leyes establecen los complementos de la unién e interseccion entre conjuntos:

Primera ley. El complemento de la unién de dos conjuntos es la interseccién de sus complementos.

(AUB)=ANB
(AuB)' A'N B
s SN |
' |U v 8]}
AN
/7

En el diagrama de la izquierda, AU B viene dada por la region en blanco y (A U B)' esta representado

por el area sombreada verticalmente. Por su parte en el diagrama de la derecha, A' es la region
sombreada horizontalmente, B' es el area sombreada verticalmente, por lo que A'NB' esta
representado por la superficie cuadriculada. Las regiones resultantes son iguales.

Segunda ley. El complemento de la interseccion de dos conjuntos es la unién de sus complementos:

(AN B) =AUB
(AnB) A'U B
I I
! U EEE
=T Pam
AN - HILN
A o) | = H || )jt
\\\ L/ ‘\\ N
[T
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En el diagrama de la izquierda, AN B esta dada por la region sombreada horizontalmente y (A N B)'

esta representado por el area sombreada verticalmente. Por su parte, en el diagrama de la derecha, A'
es la regién sombreada horizontalmente, B' es el area sombreada verticalmente, por lo que A'UB' esta
representado por la superficie que no es blanca. Las regiones resultantes son iguales.

Ejemplo.
Dados los siguientes conjuntos:
U=1{12,345678091011,12 }

A=1{134,7911}
B={1257,91112 }

Comprobar las leyes de D’Morgan:

Solucién.

AUB={12345791112}
ANB={17911}

A={25,,810,12}

B'={3,4,68,10 }

(AUB)'=1{6,810} (1)
A'NB'={6,8,10 } (2

Como (1)=(2) = (AUB)'=A'NB'
(AnB)'={234,56,8,1012} _(3)
A'UB' ={2,3,4,56,8,10,12 } _(4)
Como (3)=(4) = (ANB)'=A'UB

PRODUCTO CARTESIANO DE DOS CONJUNTOS Y SU GRAFICA

Uno de los principios basicos para hacer un analisis matematico es el concepto de parejas ordenadas:
dos objetos, personas, simbolos 0 cosas mencionados en un orden definido por su posicién, es decir,
primero uno y luego el otro. Si este orden cambiara, es decir, primero el otro y luego el uno, se tendra
como resultado una nueva pareja ordenada y diferente a la inicialmente considerada.

La simbologia matematica que se utiliza para representar una pareja ordenada es escribir dentro de un
paréntesis, la primera componente separada por una coma de la segunda componente, por ejemplo:

(X, y) es la pareja ordenada, en donde X es la primera componente y Y es la segunda componente.
El producto cartesiano de dos conjuntos Ay B es el conjunto de todos los posibles pares ordenados

gue se forman eligiendo como primera componente a un elemento que pertenezca a A , y como segunda
componente a un elemento que pertenezca a B .

El producto cartesiano se denota de la siguiente forma: AxB yselee“AcruzB”.
AxB={(x,y) | xeAy yeB}

La definicién anterior expresa que el producto cartesiano de los conjuntos Ay B, son la parejas
ordenadas (X, y) tal que X pertenece al conjunto Ay Y pertenece al conjunto B .

11



Ejemplo.
Obtener el producto cartesiano A x B de los siguientes conjuntos:

A={12,3}

B={2,4,6,7}
Solucioén.

AxB=1{(12),(14),(16),(1,7),(22),(2,4),(26),(2,7),(3,2),(34),(36),(37)}

El nimero de parejas ordenadas que resultan de un producto cartesiano se obtiene multiplicando sus

cardinalidades. En el ejemplo anterior, T](A)=3 y n(B):4, el ndmero de parejas ordenadas es:
(3)(4) =12.

El producto cartesiano no es conmutativo. Esto significa que Ax B # Bx A, amenosque A=B.

Ejemplo.
Obtener el producto cartesiano B x A dados los mismos conjuntos anteriores:

A={12,3}

B={2,4,6,7}
Solucién.

BxA={(21),(22),(23),(41),(42),(43),(61),(62),(63),(7,1),(7.2),(7.3)}

AxB#BxA

Ejemplo.
Dados los siguientes conjuntos:

P = {mango,uva,sandia }

Q= {melc’)n, piﬁa,ciruela,tuna,limén}

obtener los productos cartesianos P x Qy Q x P .

Solucion.

P x Q = {(mango,melén), (mango, pifia), (mango ciruela), (mango,tuna), (mango,limén),
(uva,meldn), (uva, pifia), (uva,ciruela), (uva,tuna), (uva,limén),
(sandia,melén), (sandfa, pifia), (sandia,ciruela), (sandia,tuna), (sandia,limén) }

Q x P = {(melén,mango), (melén,uva), (melén,sandia),

(pifia,mango), (pifia,uva), (pifia,sandia),
(ciruela,mango), (ciruela,uva), (ciruela,sandia),
(tuna,mango), (tuna,uva), (tuna,sandia),
(limén, mango), (limén,uva), (limén, sandia) }

Un sistema de dos ejes coordenados o plano cartesiano, se define como el conjunto de todas las parejas
ordenadas de nimeros reales, que corresponden en si al producto cartesiano R x R.

Un sistema de ejes coordenados se construye haciendo que dos lineas rectas se corten
perpendicularmente en un punto llamado origen, quedando el plano dividido en cuatro regiones llamadas
cuadrantes. Al eje horizontal se le conoce como eje X y al eje vertical como eje VY .

Esto se representa de la siguiente forma:

12



y
L 5
T 4
Cuadrante Il Cuadrante |
13
-4 (+ +)
12
L1
5 -4 -3 -2-1 [ ;1 2 3 4 5 X
L -2
Cuadrante lll 5 Cuadrante IV
(': ') L -4 (+1 ')
-5

Dado que el conjunto R x R son todas las parejas ordenadas (X, y) de un plano cartesiano, se tiene que:
R?>=R X R Z{(X,y)|X€Ry Yy €R }

En una pareja ordenada (X, y) , aXse le da el nombre de abscisay ay , el nombre de ordenada. Estos
valores sirven para localizar un punto en el plano cartesiano, y se les llama coordenadas de un punto,
que se escribe como P (X, y).

A cada pareja ordenada de este producto cartesiano le corresponde uno y sélo un punto sobre el plano
cartesiano, y a cada punto del plano cartesiano le corresponde unay sélo una pareja ordenada. A esto se
le llama correspondencia biunivoca.

Ejemplo.
Ubicar en el plano cartesiano los siguientes puntos: P1(2,4) , P2 (—4,5), Ps (—3,— 2) , Py (3,— 4)

P, (-4,5) y
s 5
4 P.(2,4)
{1 3
T 2
T1
F ’ -
5 4 -3 2 -1 1 2 3 4 5 X
4
L S—— 4 -2
1 3 |
P (-3,-2) ool ® P,(3-4)
{15
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Ejemplo.
Dados los conjuntos A={2,3,4 } y B={1,2,3}, obtener la grafica del producto cartesiano A x B

Solucign.
El conjunto solucién a este producto cartesiano son nueve puntos discretos formado por las parejas

ordenadas: A x B ={(2,1),(2,2),(2,3),(3,1).(3.2),(3,3).(4.1),(4,2),(4,3) }. Graficamente esto es:

y

5

4

3 . o )
2 ° ° .
1 [ ] L] o

5 -4 3 2 1 ll 2 3 4 5 X

- -2
- -3
- -4
)

Ejemplo.
Sean los conjuntos A:{x | 2<x<4, xeR } y B= {y | 2<x<5, yeR } graficar el producto
cartesiano A x B

El conjunto solucién a este producto cartesiano es una superficie plana de forma rectangular limitada
tanto en X como en Y . Graficamente esto es:

I
T
'
=

t
o
a ~r w N
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