Integracion Por Partes

Ejemplo 1

f2x. cosx.dx =
En primer lugar, sacamos fuera la constante:
=2 f X.cosx.dx =

Tenemos que elegir una funcion para integrar y otra para derivar. Como funcion para integrar,
elegimos el cos X, ya que esta por encima en la lista de prioridad. Dejamos como funcién para
derivar la x:

NOTA: la integracidon por partes es un método sencillo de solucion siempre que tengas bien
definido cuales términos debes derivar o integrar.

Algunos autores recomiendan seguir una regla de jerarquizacién o prioridad llamada ILATE para
tener mejor seguimiento de solucidn, leyéndose de izquierda a derecha o de arriba hacia abajo
para saber qué términos en la integral se deben derivar o integrar

| = Inversas trigonométricas
L = Logaritmicas

A = algebraicas ILATE
T = Trigonométricas

E = Exponenciales

Sabes muy bien que en la integral propuesta el término “X” es una expresion algebraica y COS X es
una expresion trigonométrica, de acuerdo con la jerarquizacién derivamos X e integramos COS X.

['=cos x.dx



Integramos f’ y derivamos Q:

f'=cos x.dx — f=sen x
g=x — g'=1 dx

Date cuenta que siempre dX va con las derivadas.

Ahora ya tenemos todo lo que necesitamos (f, g, f ¥ Q') para aplicar la férmula de la
integracion por partes:

r _ _ '
ff g=f.g ff-g
Por lo que las sustituimos por sus correspondientes funciones:

=2.[x.sen x- fsen x.dx | =
Nos queda por resolver una integral, que se resuelve por integrales inmediatas:
=2.|x.sen x-(-cos x)|=

Finalmente operamos y afiadimos la constante:

=2x.5en x+2.cos x+C



Ejemplo 2

ij.fn X.dx =

Elegimos la funcion a derivar y la funcion a integrar:
f'=x"dx
g=Iln x

En este caso, es sencillo, porque In X nunca puede ser la funcién a integrar, por lo que no
queda mas remedio que sea la funcién a derivar. Ademas por jerarquizacion el IN x debe
derivarse

Integramos f’ y derivamos Q:

x-.f

fr=.leldx — f=7

1
g=ln x — g'=—dx
X

Aplicamos la féormula de integracion por partes:

4

X x? ]
= An x- | —.—dx =
4 f 4 x




En la integral que nos ha quedado, sacamos fuera la constante y operamos:

_{_-.i

; ]
=—.In x-— |x’dx=
4 4 f

Nos queda una integral inmediata que pasamos a resolver:

x? 1 x*
=—In x-— —=

4 4

Finalmente, operamos en el segundo término y afiadimos la constante:

r-.! r-.!

——.In x-—+C
4 16



Ejemplo 3

J‘x‘?. COS X.dx =

En este caso, tenemos dos funciones candidatas a ser la funcién a integrar. Elegimos COS X
por estar mas arriba en el orden de prioridad y dejamos la otra funcién para derivar:

f'=cos x.dx

2

=4
Integramos " y derivamos Q:

f'=cos x.dx — f=sen x
g=x" — g'=2x.dx
Aplicamos la féormula de integracién por partes:

=5en x.xz—fsen X.2x.dx =

En la integral que nos queda, sacamos fuera la constante:

—sen x.x°-2 fsen X.X.dx =



Nos ha vuelto a quedar una integral que no es posible resolverla por medio de integrales
inmediatas, por lo que tenemos que volver a resolverla por partes. Seguimos el mismo criterio
gue antes para elegir la funcion a integrar y la funcién a derivar;

f'=sen x.dx

g=x

Integramos f’ y derivamos Q:

f'=sen x.dx — f=-cos x

g=x — g'=ldx
Aplicamos nuevamente la férmula de la integracion por partes:

=x°.sen x-2.[-cos x.x—f—cm x.dx | =

Sacamos fuera de la integral el signo menos, que es equivalente a tener un -1 y por tanto es
una constante:

=x°.sen x-2.[-cos x.x+ fcas x.dx | =



Esta vez la integral que nos queda si se puede resolver por integrales inmediatas, por lo que
pasamos a resolverla:

=x".sen x-2.[-cos x.x+sen x|=

Operamos para eliminar los corchetes y afiadimos la constante C:

=x°.sen x+2x.cos x-2.sen x+C

Ejemplo 4

ft'n X.dx =

A simple vista, esta integral puede parecer que podria resolverse con una integral inmediata,
sin embargo no es asi.

Hay que resolverla por partes, pero parece que solo tiene una funcién y eso puede causar
confusién. No obstante, dX también puede utilizarse como funcién a integrar o a derivar ya
que corresponde a la funcion derivada de X.

Por tanto, elegimos dX como funcién a integrar vy el In X como funcion a derivar. Ademas,
todo cuadra porque In X no puede elegirse para la funcion a integrar:

f'=dx

g=Iln x



Integramos f’ y derivamos Q:
f'=dx — f=x

I
g=ln x - g'=—.dx
X

Aplicamos la formula de integracién por partes:

1
=x.ln x- fx. —.dx =
R

Operamos dentro de la integral que tenemos y nos queda:

=x.In x- ff.cir =

Resolvemos la integral y afiadimos la constante:

=x.ln x-x+C



Integrales ciclicas en la integracion por partes

Como has visto en los ejercicios anteriores, al ser el método de integracion por partes un
proceso iterativo, a veces es necesario volver a aplicar el método en las nuevas integrales que
van surgiendo.

Puede darse el caso de que la nueva integral que surja, sea igual que la integral original, por
lo que si seguimos aplicando el mismo procedimiento, entrariamos en un proceso ciclico
infinito y no terminariamos nunca de resolverla.

Vamos a ver un ejemplo de estas integrales al mismo tiempo que te explico el procedimiento
para resolverlas:

IZ'“.SEH X.dx =

Elegimos la funcion a integrar la funcién trigonométrica y la funcién exponencial como la
funcion a derivar:

f'=sen x.dx
g=21‘.
Integramos ' y derivamos g:

f'=sen x.dx — f=-cos x

g=2" — g'=2"In 2.dx



Aplicamos la férmula de integracion por partes:

=-cos x.2%- f—cm x.2%In 2.dx =

Sacamos fuera de la nueva integral el IN 2 por ser una constante:

=-cos x.2°+In 2fr:'03 x2%.dx =

La integral que queda, se vuelve a resolver por partes. Seguimos el mismo criterio para elegir

fyg:

f'=cos x.dx

g=21‘.

Integramos f' y derivamos g:

f'=cos x.dx — f=sen x
g=2" — g'=2"In 2.dx

Volvemos a aplicar la formula de integracion por partes en la nueva integral:

=-cos x.2°+Iln 2.[2".sen x- fsen x.2%In 2.dx]=



Sacamos fuera de la integral que nos queda el In 2:

=-cos x.2"+Iln 2.[2".sen x-In 2 |sen x.2%.dx]=

Y si te das cuenta en este punto del ejercicio, vuelvo a repetir el paso anterior pero resaltando
la integral que nos queda:

=-cos x.2°+Iln 2.[2".sen x-In 2 |sen x.2°.dx |=

¢ Te suena? Efectivamente, es la integral original que estamos resolviendo.
¢, Qué hacemos ahora? Si seguimos igual, no terminaremos nunca, pero hay una solucién.

A la integral original vamos a llamarle |

fZ".Sen x.dx=1

Por tanto, todo el desarrollo que tenemos hasta ahora es igual a | y ademas, la integral que
aparece dentro del desarrollo también es igual a |, por lo que la sustituimos por esta variable:

I=-cos x.2°+In 2.[2*.sen x-In 2.I)

Ahora lo que tenemos es una ecuacion donde la incognita es | y hay que despejarla.



En primer lugar, multiplicamos In 2 por los términos que estan dentro del corchete para
eliminarlo:

I=-cos x.2°+In 2.2%sen x-(In 2)°.1

Ahora pasamos el término con | sumando al primer miembro:

I+(In 2)°.I=-cos x.2°+In 2.2%.sen x

En el primer miembro, sacamos factor coman a la I

L[1+(In 2)*]=-cos x.2"+In 2.2*.sen x

Y finalmente, pasamos dividiendo el contenido del corchete que mutiplica a la | y le afiadimos
la constante:

~cos x.2°+Iln 2.2%.sen x
1= +C
1+(ln 2)°

Como ves, para saber cuando se aplica el método de integracion por partes, debes identificar
una posible funcion para integrar y otra para derivar, siempre y cuando no sea posible
resolverla con integrales inmediatas.



