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Algebra Vectorial.

Se encargada de estudiar sistemas de ecuaciones lineales, vectores, matrices, espacios vectoriales y sus transformaciones
lineales.

Su relacién es directa con las areas de ingenieria, para resolver ecuaciones diferenciales, analisis funcional, investigacién
de operaciones, gréficas computacionales, entre otras. En fisica utilizamos principalmente para ayudar a describir
fendmenos fisicos, como el tiro parabdlico, los sdlidos de revolucion y otros fendmenos que ayuden a describir el
movimiento de un objeto en el espacio.

Magnitudes vectoriales y escalares.
Las magnitudes que empleamos en Fisica son de dos tipos: escalares y vectoriales.

Una magnitud escalar es aquella que queda completamente determinada con un nimero y sus correspondientes
unidades, y una magnitud vectorial es aquella que, ademas de un valor numérico y sus unidades (mddulo) debemos
especificar su direccién y sentido.

Magnitud escalar Magnitud vectorial

a) Tiempo: 3 segundos. a) Velocidad: 10 m/s. (sobre el eje horizontal)
b) Masa: 100 g. b) Aceleracién: 13 m /s S 20° Oeste.

c) Volumen: 4 1. c) Fuerza: 280 N, 120°.

d) Temperatura: 40 °C. d) Presion: -40 § 150 Pa.

Propiedades de los vectores.

Para la escritura de vectores se utiliza la notacién adoptada por la Unidn Internacional de Fisica Pura y Aplicada (U.L.F.P.A.),
representando estas magnitudes vectoriales por letras negritas, por ejemplo; V (en negrita); y la representacion de su
madulo por la correspondiente letra cursiva v o bien la notacién |V|. Cuando definamos el vector por su origen (O) y
extremo (0”) convendremos en representarlo asi: O’ o también mediante la diferencia simbdlica O’- O. Sin embargo, en
las figuras optamos por representarlos como normalmente se hace en un manuscrito o en la pizarra del aula, es decir, con
la flecha indicativa de vector sobre la letra que representa a la magnitud vectorial correspondiente (¥ 6 ¥ ).

Sistema de Coordenadas.

Cuando hablamos de vectores, como se menciond se requiere especificar una direccién y sentido, por lo que debemos
recurrir a la geometria, para establecer un sistema de coordenadas de referencia para determinar la posicién de un punto
u objeto geométrico dentro del espacio.



Sistema coordenado lineal.

Es el conjunto de numeros reales (R) representado graficamente por una recta en el que se pueden ubicar todos los
numeros naturales, enteros, fraccionarios, decimales, etc.

NuUmeros racionales: -3/4,5/8,31/7
Numero enteros: -7, -2, 0, 8, 100 etc.

3
NUmeros irracionales: v2, (1 + V11), \/§/2
Numeros trascendentales: e, In (2) y it

Cada punto de la recta representa un nimero real. el punto que representa al cero (0) es el punto de referencia principal
del sistema de coordenadas, llamado punto de origen.

Tomando en cuenta que cada uno de los puntos de la recta representa graficamente un numero real, a la derecha del
punto origen O se hallan todos los positivos y a la izquierda todos los nimeros reales negativos. También es conocido
como sistema de coordenada ortogonal.

Sistema de coordenadas cartesianas

Es un sistema coordenadas definido dos o tres ejes ortogonales que cumplen con las reglas del espacio euclideo un
sistema

[Ortogonal es sinébnimo de que las rectas son perpendiculares (se encuentran en un dngulo de 90°)].

[Espacio euclideo, es un tipo de espacio geométrico donde se satisfacen los axiomas de Euclides de la geometria. Los
axiomas basicos de la geometria clasical.

Las coordenadas cartesianas se identifican por usar los planos “x” , “y” y “z” como simbolos de referencia respecto al eje
donde se encuentren: un solo eje (linea recta “x” ), respecto a dos ejes (un plano “x” “y”) o respecto a tres ejes (en el
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Sistema de Coordenadas de un Plano Sistema de Coordenadas Espaciales.

Sistema de coordenadas polares
Este sistema de coordenadas es bidimensional se establece que por medio de una distancia y un angulo.
La forma de determinar un punto del plano se describe mediante dos nimeros:

r, distancia del punto al extremo de la semirrecta (equivalente al eje x del sistema cartesiano).



©, llamado polo, el angulo que forma el eje polar (que es horizontal) con el segmento que une el punto con el
polo, este angulo debe medirse en sentido opuesto a las manecillas del reloj.

P(r, 0)

Polo ! Eje Polar

Lo anterior significa que a todo punto del plano cuyas coordenadas rectangulares son (r, 8) se le puede asignar las
siguientes coordenadas:

r = distancia del origen de coordenadas al punto P.
© = angulo desde el semieje positivo del eje x al segmento que une el origen de coordenadas con P.
De cierta manera se puede hacer analogia de coordenadas entre las polares y las cartesianas.

r:*n,li:c'2 +y2

De rectangulares a polares:
gu P 8 = arctg %

x=rcosh

De polares a rectangulares: {y — rsen®

Sistema de coordenadas esféricas

Tiene similitud a las coordenadas polares, pero, trabaja mediante una distancia y dos angulos, siendo de este modo
analogo al sistema de tres ejes (espacial) del sistema cartesiano.

En consecuencia, un punto P queda representado por un conjunto de tres magnitudes: el radio r, el dngulo polar o
colatitud 6 latitud O y el azimutal ¢.

# = constante
(cono) (plano)

x.v.z)oip. . 7)

0 = constante
{esfera)

Convenio internacional
La mayoria de los fisicos, ingenieros y matematicos estan de acuerdo de que:

o, el azimutal: de 0° a 360° (0 a 2rt en radianes) o de -180° a +180° (-1t a m).



0, la colatitud: de 0° a 180° 6 -90° a 90° (de -1t/2 a /2 radianes),

De igual modo con las coordenadas polares, existe una relacién que permite correspondencia entre las cartesianas y las
esféricas.

De coordenadas esféricas a cartesianas
T = rsenf cosy i = rsenflsen z =rcosf

De coordenadas cartesianas a esféricas

r =22+ 1% + 22 f = arctg
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Sistema de coordenadas cilindricas

El sistema de coordenadas cilindricas es recurrente cuando se tratan de problemas que tienen simetria de tipo cilindrico
o azimutal. Se puede decir, que es una version de tres dimensiones de las coordenadas polares de la geometria analitica
plana.

En consecuencia, un punto P queda representado por un conjunto de tres magnitudes: el radio r 6 p, el angulo azimutal
06 ¢y lacoordenada z.

(xy.z)oirf. z)

r = constante
(cilindro)

# = constante
{plano)

La coordenada azimutal ¢ varia desde -it hasta 1. La coordenada radial es siempre positiva (0 hasta <). El valor de z
comprende de -o° hasta oo.

Relacién con las coordenadas cartesianas.

Teniendo en cuenta las definiciones anteriores para las coordenadas polares, obtenemos las siguientes relaciones. Dada
la coordenada cilindrica (r, ¢, z) su equivalente cartesiano (x, y, z) vendria dado por la relacion:

T = pPCOosig, Y = psing, z=2z
A lainversa, para convertir de cartesiano a cilindrico basta con resolver:

r=.x%+y? <p=tan‘1(y/x) z=7



Vectores unitarios.

Vector se define como un punto de aplicacion, que contiene direccion, sentido y magnitud Se dice que un vector es
unitario cuando su médulo = 1. También se les da el nombre de vector normalizado. cdmo calcularlo y ejercicios.

Un vector unitario puede emplearse para definir el sentido positivo de cualquier eje. Asi, para los ejes cartesianos x,y,z
se emplean los vectores i, jy k

V(+)

Z(+)

Vectores constituyentes de un vector.

Una vez introducidos los vectores unitarios i, j, k que definen los sentidos positivos de los ejes cartesianos, podemos
expresar cualquier vector como la suma de los siguientes vectores:

'y' Componentes cartesianas (dos dimensiones)

::J_,I_.!" +d. j

Componentes espaciales (tres dimensiones)

J |~ L .
ol - : a=(a_,a,,a_)

d=aj+a, j+ak

Normalizar un vector.

Consiste en tomar a un vector 'Hdistinto de cero, y con él obtener un vector i de la misma direccién y sentido que v
pero con magnitud uno. De esta manera se obtiene el valor del médulo de un vector, para lo cual se ocupa el teorema
de Pitagoras. Esto se debe a que se considera que la distancia escalar del vector equivale a la hipotenusa de un tridngulo
rectdngulo, siendo que este triangulo tiene a su vez como catetos los componentes del vector.

—

R=R,i +R,j y el modulo es: | R |=\R;+R, | 2 2

—
| =/vi 3

v




Sistemas de vectores

Al conjunto de vectores que actian sobre un cuerpo en forma simultanea, se le llama sistema vectorial, y cada uno de los
vectores que lo forman reciben el nombre de vector componente. Todos los vectores componentes se pueden subdividir
por un vector Unico que cause el mismo efecto, al cual se le llama vector suma o vector resultante.

Segln convenga para el propdsito particular, se usan vectores de distintos tipos:

Vectores Equipolentes (igual direccién, sentido y médulo). Recta directriz (r=s), también llamados Sistema de
vectores colineales.

Vector deslizante. Puede considerarse en cualquier posicidn dentro de una recta ("recta de accién"). Dos
vectores de igual mddulo y sentido sobre la misma recta son el mismo vector deslizante.

Vector ligado. Esta asociado a un determinado punto del espacio (punto de aplicacién).
Vector libre. no se considera asociado a ningln punto ni recta particular.
VECTORES EQUIPOLENTES
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Vectores coplanares: son los que estan en un mismo plano, cualquier vector puede verse como la suma de
multiplos de cualquier otro par no colineal de vectores.
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Vectores Concurrentes. Son aquellos que parten de un mismo punto de aplicacion.

VECTORES CONCURRENTES
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Vectores Colineales

Actlan en una misma linea de accidn, pero pueden no actuar en el mismo sentido, pueden representar a la
fuerza de tensién en un sentido y al punto donde se afina la cuerda, la cual sera otra fuerza en sentido contrario.

F1

L

F2

| Vectores Colineales

Las operaciones mas comunes con vectores son las siguientes:

e Adiciéon de vectores.

e Producto de un vector por un escalar.
e Producto escalar de dos vectores.

e Producto vectorial de dos vectores.

Suma de vectores por métodos graficos y analiticos
Adiccidn y sustraccidn de vectores. Grafico

La suma o sustraccién de dos vectores o mas vectores, puede ser representado por el vector que une el extremo A con
la punta de C,

& C

AB y Fﬁ(suma) es igual a, AT

Vectorialmente lo expresaremos: F =G + H. El vector F podria ser, por ejemplo, la resultante de dos fuerzas que
tienen distinta direccidn.

Para la diferencia entre dos vectores, G - H, es equivalente a la suma de G + (-H), es decir, hacer la suma del vector G
con el opuesto de H, representado como -H. Tal como se puede apreciar en la siguiente figura.




Método del paralelogramo

Para hacer la suma o resta de dos vectores se elige un punto en comun sobre el eje de coordenadas —que representara
el punto de origen de los vectores—, manteniendo su médulo, sentido y direccion.

Y
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K—-A | B
A |
a
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v

Método del triangulo

En este método los vectores se colocan uno a continuacion el otro, manteniendo sus mddulos, sentidos y direcciones. El
vector resultante serd la uniéon del origen del primer vector con el extremo del segundo vector:

Adiccidn y sustraccidn de vectores. Matematico
Primero se tiene que descomponer cada vector en sus componentes rectangulares:

Enseguida se calculan las componentes del vector resultante Rx y Ry:
R, = ¥ F,. = Suma de las componentes en
“x” de los vectores.

Ry, = Y F, = Suma de las componentes en
“v" de los vectores.




R = fRf. + R
Calculamos la magnitud del vector resultante (R) usando la expresién:

Por ultimo, se calcula el dngulo que forma el vector resultante con respecto a la horizontal usando:

R,
8 =tan~ ! |2

.
Producto de un escalar por un vector, producto escalar y vectorial de vectores.

Producto escalar de dos vectores.

Sean dos vectores p, g, se define el producto escalar de p y g como:

p.gq=pqcosB

siendo 8 el angulo formado por los dos vectores:

Si los vectores p y q estan expresados en sus componentes cartesianas:
F=pi+tp,jtp.k
F=q,i+q,} +a,k
entonces su producto escalar es:
Pd=pPedy*Pyq, v P: ;
Producto vectorial de dos vectores.

Sean dos vectores p, q, se define el producto vectorial de p y q como:

D /\q =pq sinfn

siendo n un vector unitario perpendicular al plano formado por ambos vectores en el sentido de la regla del tornillo (al

hacer girar p hacia g el tornillo avanza hacia arriba), tal como se aprecia en la siguiente figura.

PAY




Es decir, el producto vectorial de dos vectores p, q es un vector, p /\ g, cuyo médulo, |p /\ q|, mide (p g sinq), y su
direccion y sentido lo da el vector unitario n (llamado "vector normal” del plano formado por ambos vectores).

Para el producto vectorial hay que tener en cuenta el orden de los vectores, puesto que:

p /\q=pq sinfm

que se trata de un vector igual, pero de sentido opuesto a p /\ g.

Producto vectorial de vectores unitarios.

Aplicando la definicidn de producto vectorial a los vectores unitarios i, j y k se obtiene el médulo:
lixi|=]jxj|=|kxk|=1x1sen0°=1X1X0=0
lixj|=lixk|=]kxi|=1x1sen90°=1x1x1=1

Aplicando la regla de la mano derecha tenemos que:

ixj=kjxk=i;kxi=j

Y por lo mencionado en la propiedad no conmutativa:
ixj=-jxi=kjxk=-kxj=ikxi=-ixk=j

Para poder calcular el producto vectorial a x b cuando se conocen las componentes x, y, z de los
vectores a y b, expandimos el producto vectorial y utilizamos los vectores unitarios.
Sean:a=axi+ayj+a kyb=bsi+by,j+b,k

axb=(axi+ayj+a,k)x(bxi+byj+b,k)
axb=acixbsi+axixbyj+axixb,k+ayjxbsi+a,jxbyj+ayjxb,k +a,kxbgi+akxbyj+a,kxb,k

Se aprecia que el 1°, 5°y 9° términos son nulos (i x i =j x j = k x k = 0). Agrupando el 6° y 8° término obtenemos la
primera componente (jxk=-kxj=1i), el 7°y 3° nos proporcionan la segunda (kxi=-ix k=j)y finalmente el 2°y 4°
término determinan la tercer componente (i x j=-j xi=k)

. ) «d Producto vectorial en funcidn
axb=(ayb;- a;by) i +(a:be-ach; ) j+(aby-ab)k de las componentes

El producto vectorial también se puede expresar en forma de determinante:

! i Kk < Producto vectorial expresado
b a " como determinante
axn= X 'y ;]
b, by, b

Aplicando la regla de Sarrus (se repiten las dos primeas filas debajo de la tercera fila o las dos primeras columnas a la
derecha de la tercera columna, se suman los tres productos paralelos a la diagonal principal — linea de punto- y se restan
los tres productos paralelos a la contradiagonal — linea llena-), se puede resolver este determinante de dimension tres
por tres



axh= iy 3-!,- iy =

axb=ab, i+abj+abk-a,bk-ab,i-ab,j

H.]i'.l.'l: [ H.Fb_z' :‘]lh}l ]i + (axb_z_alhz }j+‘{:’]1b_|r—ayb;_]k



