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Espacio muestral

El conjunto formado por los resultados posibles de un experimento aleatario
se denomina espacio muestral

Experimentos compuestos. Espacio producto

Los experimentos formados por varios experimentos simples se llaman expe-
rimentos compuestos.

Tipos de sucesos

— Sucesos elementales: son los formados por un Unico punto muestral, es decir, por un
solo resultado del experimento aleatorio. Son los elementos del espacio muestral,

— Sucesos compuestos: son los formados por dos o mas puntos muestrales, es decir,
por mas de un resultado del experimento.

— Suceso cierto. Es el que siempre ocurre. También se llama suceso seguro. Esta for-
mado por todos los resultados posibles del experimento, es decir, coincide con el es-
pacio muestral y se representa por E

- Suceso imposible: es el que nunca ocurre, y se designa por @ El suceso imposible
es el conjunto vacio.

— Suceso contrario del suceso A: es el suceso que ocurre cuando no se produce A Se
denota por A o A"



Por ejemplo si tiramos un dado, los posibles resultados son el espacio muestral. Cada una de las
puntuaciones seria un suceso elemental, salir nUmero par seria un suceso compuesto ya que esta formado

por varios sucesos elementales.
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Union de sucesos

Dados dos sucesos, Ay B de un mismo experimento aleatorio, se llama suceso unién
de A y B al que se produce cuando se realiza A o B 0 ambos. Se designa por A U B.

El suceso A U B esta formado por todos los puntos muestrales gue pertenecen a algu-
nos de los dos sucesos, A4 0 B.

Interseccion de sucesos

Dados dos sucesos, A v B, de un mismo experimento aleatorio, se llama suceso inter-
seccion de A y B al que se produce cuando se realizan simultaneamente los sucesos
Ay B 5e designa por AN B

El suceso A N B esta formado por todos los puntos muestrales comunes a los sucesos
Ay B

Si la interseccidon de dos sucesos es el suceso imposible, se dice que dichos sucesos
son incompatibles. En caso contrario se dice gue son compatibles.

La interseccion responde a suceso de tipo “y”. Que ocurra el suceso Ay
el B. Por ejemplo: par y mayor que 2

La unidn de tipo “0”. Que ocurra A o B. Por ejemplo: par o mayor que

cuatro.



Algunas definiciones de probabilidad: De Bernoulli, de Laplace y de Kolmogorov

La probabilidad de un suceso, A de un experimento aleatorio que puede repetirse un
ndmero indefinido de veces, n, es igual al ndmero al que se aproximan las frecuencias
relativas del suceso.

P(4) = lim 1,(A)

Si un espacio muestral es equiprobable, entonces la probabilidad de un suceso A es
el cociente entre el nimero de casos favorables al suceso y el numero de casos po-
sibles.

Si indicamos la probabilidad de A por P(A), esta definicion se puede expresar asi:

numero de casos favorables al suceso A
numero de casos posibles

P(A) =

Se llama probabilidad a una ley (funcion o aplicacién) gue asocia a cada suceso A,
de un espacio de sucesos, P(E), un numero real gue se denomina probabilidad de A
y se representa por P(A), que cumple los siguientes axiomas:
1.° La probabilidad de un suceso cualquiera es positiva o nula:
P(A) = 0
2.° La probabilidad del suceso cierto es igual a la unidad:
P(E) = 1
3.° La probabilidad de la union de dos sucesos incompatibles es igual a la suma de
las probabilidades de cada uno de ellos:
P(A U B) = P(A) + P(B) (A y B incompatibles)



Sucesos compatibles

Si Ay B son dos sucesos compatibles de un mismo experimento aleatorio, se verifica

que la probabilidad de la unién de A y B es igual a la suma de las probabilidades /“ )
de cada uno de ellos, menos la probabilidad del suceso interseccion de A y B: )

P(A U B) = P(A) + P(B) — P(A N B)

=

A

EJERCICIOS RESUELTOS

De una baraja espafola de Se consideran los siguientes sucesos:
40 cartas se extrae una al . 16
azar. Halla las siguientes A = *Salir menor que 5" = P(A) = 2
probabilidades. 5
a) Que la carta elegida sea B = “Salir figura® = P(B) = 45
menor que cinco o figura.

C = "salir b 5 P(C) = 10

b) Que la carta elegida sea = “salir bastos” = P(C) = 25

menor que cinco o basto.
a) Los sucesos A y B son incompatibles. Entonces:

_— - L 18, 12 08 7
P(menor que 5 o figura) = P(A U B) = P(A) + P(B) TR T T " T T 10
b) Los sucesos A y C son compatibles. Entonces:
P(menor que 5 o basto) = P(A U C) = P(A) + P(C) — P(AN C) =

_16 .10 4 2 11
T 40 " 40 40 40 T 20



PROBABILIDAD CONDICIONADA. INDEPENDENCIA DE SUCESOS

Se llama probabilidad condicionada del suceso B respecto del suceso A, vy se denota
por P{B/A), el cociente siguiente:

P(B/A) = ﬂ% si P(A) # 0

Analogamente, la probabilidad condicionada del suceso A respecto del suceso B viene
dada por la siguiente expresion:

P(A N B)

P(A/B) = P E)

siP(B) # 0
De las dos relaciones anteriores se obtiene:
P(A N B) = P(A) - P(B/IA) = P(B) - P(A/B)

La primera seria la probabilidad de que ocurra el suceso B habiendo ocurrido antes el suceso A. Es la
probabilidad de la interseccidn (o sea, ocurren los sucesos Ay B) relativa al suceso A.

Lo mismo para la segunda cambiando A por By B por A.



Dependencia e independencia de sucesos

Dos sucesos Ay B son independientes si no estan relacionados entre si.

Dos sucesos A y B son independientes si P(B) = P(B/A).

Dos sucesos A y B son dependientes si P(B) # P(B/A).

Otra forma de caracterizar la independencia de sucesos es la siguiente:

Ao~ PE{Q}B “ P(A N B)
n
b= — P(B) = P(A N B) = P(A)
P(B/A) = P(B) ke

- P(B)



Unos cuantos ejemplos

De los 600 alumnos de un
instituto, 240 tienen los ojos
claros, 325 son morenos y 110
son rubios con los ojos oscuros.
Se escoge un alumno al azar.
Halla la probabilidad:

a) De que sea rubio.

b) De que tenga los ojos oscuros.

c) De que sea moreno y tenga
los ojos claros.

d) De que sea moreno sabiendo
que tiene los ojos claros.

En un experimento se sabe que
P(A) = 06; P(B) =03y

P(A/B) = 0,1. Halla P(A U B).

Se consideran los sucesos:

A = “tener los ojos claros” = A = “tener los 0jos oscuros”

B = “tener el pelo moreno” = B = “ener el pelo rubio”

Los sucesos A y A son incompatibles, y su
union es el espacio total. Lo mismo sucede

con By B. Teniendo esto en cuenta, se pue- E
den organizar los datos en la tabla de con- B
tingencia de la derecha: Totales
_ 275 — _ 360
_ 75 _ 75
c) P(ANB) = 600 d) P(B/A) = 540

Por la definicion de probabilidad condicionada se tiene:

PANB) _ . _PANB

P(A/B) = e = 0,1 = 03

75

165
240

= |

250
110
360

Totales
325
275
600

= PANn B)=01-03 =003

P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B) =06 + 03 — 0,03 = 0,87.

Tenemos una urna con 5 bolas rojas y tres verdes y consideramos el suceso A=“sacar bola roja” y el B=“Sacar bola verde” Si
sacamos primero una bola y después otra, la segunda extraccion estaria condicionada por la primera si no ha habido

recolocacion de la primera bola en la urna.

Sin recolocacion la probabilidad de sacar dos bolas rojas seria:

P{R12 ,R22}) = P(R1?) . P(R13/R2?) = (5/8) . (4/7)=20/56

(queda una bola roja menos por tanto también una bola menos)

Si ha habido recolocacién de la primera en la urna después de extraerla los dos experimentos son independientes y las dos
extracciones se producen en las mismas condiciones, por tanto, la probabilidad seria:

P({R12,R22}) = P(R1?) . P(R22) =P((5/8) . (5/8)



EJERCICIO RESUELTO

. De los 600 alumnos de un
instituto, 240 tienen los ojos
claros, 325 son morenos y 110
son rubios con los ojos oscuros.
Se escoge un alumno al azar.
Halla la probabilidad:

a) De que sea rubio.

b) De que tenga los ojos oscuros.

c) De que sea moreno y tenga
los ojos claros.

d) De que sea moreno sabiendo
que tiene los ojos claros.

En un experimento se sabe que
P(A) = 0,6; P(B) = 03 y

P(A/B) = 0,1. Halla P(A U B).

Se consideran los sucesos:
A = “tener los ojos claros” = A = “tener los ojos oscuros”
B = “tener el pelo moreno” = B = “tener el pelo rubio”

Los sucesos A y A son incompatibles, y su A E
union es el espacio total. Lo mismo sucede
con By B. Teniendo esto en cuenta, se pue- E | 75 250
den organizar los datos en la tabla de con- B 165 110
tingencia de la derecha: Totales = 240 360
= _ 275 —, _ 360

_ 15 _ 5

c) PIAN B) = 600 d) P(B/A) = 540

Por la definicion de probabilidad condicionada se tiene:

P(A N B) P(A N B)

P(AIB) = —5rg) o3

= 01 =

Totales
325
275
600

= P(AN B)=01-03 =003

P(AU B) = P(A) + P(B) - P(AN B) = 06 + 0,3 — 0,03 = 0,87.



Un test para detectar la
presencia de cierto tipo T de
bacteria en el agua da positivo
con una probabilidad de 0,9 en
caso de haberlas. Si no las hay,
la probabilidad de que dée
positivo es 0,2. Se dispone de
100 muestras de agua de las
cuales solo 25 contienen
bacterias del tipo T. Se elige una
muestra al azar.

a) ¢Cudl es la probabilidad de
que dicha muestra contenga
bacterias del tipo T y que si se
aplica el test de positivo?

b) éCual es la probabilidad de
que dicha muestra no
contenga bacterias del tipo T
y deé positivo en el test?

Se hace un diagrama de arbol con los datos, escribiendo la probabilidad de cada
rama como el producto de las probabilidades de los distintos tramos de la rama:

0,9
Contiene /

s S

0,25 _— bacteria o
=5

- Test +

0,1, = Task —
e
02 -~ lest+
0,75 No contiene __—
bacteria TMgalls
0,8 —Test-
Llamando T = “"agua con bacterias” [ = "agua sin bacterias”
+ = “test positivo” — = “test negativo”

a) P(contenga bacterias y test positivo) = P(T) - P(+/T) = 0,25 - 0,9 = 0,225

b) P(no contenga bacterias y test positivo) = P(L) - P(+/L) = 0,75 - 0,2 = 0,15

Si consideramos tres sucesos y estos son independientes dos a dos, entonces de
forma similar al caso de dos sucesos, la probabilidad seria:

P(AN BN C) = P(A) - P(B) - P(C)

Por ejemplo tiro de forma sucesiva tres monedas (sucesos independientes),

la probabilidad de que salga:

{ cara, cruz, cara}, seria P({ cara, cruz, cara}) =(1/2) (1/2) (1/2) = 1/8



TEOREMA DE LA PROBABILIDAD TOTAL

Primero una definicion. Se llama sistema completo o particion de un conjunto A a una coleccion de
conjuntos tales que sean disjuntos entre si (interseccion de las partes = conjunto vacio) y que la union

de todos es conjunto A.

En el ejemplo siguiente una particion la formada por un subconjunto de sillas con respaldo
y otro de sillas sin respaldo. Otra particion seria por una parte sillas nuevas y por otra sillas viejas.

La probabilidad de silla nueva se obtiene como suma de las probabilidades de los caminos que nos
llevan a silla nueva

EJERCICIO RESUELTO

1. En un aula de dibujo hay Se ordenan los datos en un diagrama de arbol
40 sillas, 30 con respaldo
10 sin él. Entre las sill 7
y. sin ntre las sillas 30__— Nueva—> 30 7
sin respaldo hay 3 nuevas, 30  Con respaldo<— 40 " 30
y entre las sillas con y 23— Usada
respaldo hay 7 nuevas. - 0
Elegida al azar una silla, 1.\ 1%_,_;,,. Nueva—> % : %
écudl es la probabilidad 20 ~Sinrespaldo =
de que sea nueva? ™ i{} —— Usada

P(nueva) = P(nueva con respaldo) + P(nueva sin respaldo) =

B0, r 10 8 4
~ 40 "30 T 40 10 4




TEOREMA DE LA PROBABILIDAD TOTAL

Teorema de la probabilidad total. Sea A, A, ..

., A, un sistema completo de sucesos

y sea B un suceso cualquiera para el que se conocen las probabilida de P(B/A), en-
tonces la probabilidad del suceso B viene dada por la siguiente expresion:

P(B) = P(B/A,) + P(A,) + P(B/A,) + P(A,) + ... + P(B/A,) - P(A,)

s |

. P(B/A) |

- P(B/Axp——

. P(B/Ag}—

P(B/A—




TEOREMA DE BAYES

Nos permite calcular la probabilidad de que habiendo ocurrido el suceso B,
ocurra el suceso A; a posteriori.

La demostracion resulta inmediata (te la puedes saltar). Teniendo en cuenta la definicion de probabilidad
condicionada vista en la diapositiva 5 y la figura anterior donde aparece una particion {A;,A,, A,,...,A} del
conjunto Ay un conjunto B compatible con A, se tiene:

P(A N B) = P{A) - P(B/A) = P(B) - P(A/B)

Despejando P(A/B). se tiene:
P(A) - P(BIA)

P(A/B) = AB)

[1]
Por el teocrema de la probabilidad total:

P(B) = P(B/A,) - P(A,) + P(B/A,) - P(A,) + ... + P(B/A)) - P(A)
Sustituyendo en [1] se obtiene la férmula del teorema de Bayes:

P(BIA) - P(A)

PAB) = BlBiAy - Py + PBIA) - PiA) + ... + P(BIA) - P(A)




En la practica es Util ordenar los datos en arbol.

B —> P(A) - P(B/A))

]

B —> P(Ay) - P(B/A,)
Az <

< R
B

B

Para la obtencion de P({A/B) basta hallar el cociente entre la probabilidad obtenida en la

rama de color azul y la probabilidad obtenida al sumar todas las ramas gue parten de B.



TEOREMA DE BAYES

Sea A;, A, ..., A, Un sistema completo de sucesos, ¥ sea B un suceso cualguiera para
el que se conocen las probabilidades P(B/A). El teorema de Bayes establece que las
probabilidades P(A/B) vienen dadas por la siguiente expresion:

P(B/A;) -+ P(A)

PIA/B) = B(BIAY - P(A) + P(BIA,) - P(A) + ..  P(B/A) - P(A)

e | as probabilidades P(A) se denominan a priori.

e | as probabilidades P(B/A) se denominan verosimilitudes.

e | as probabilidades P(AIB) se denominan a posteriori.



Unos cuantos ejercicios para fijar ideas sobre lo visto hasta ahora

Probabllidad: definlclén vy propladadas

En una clase an la gua todos
practican algin deporta, &l 60%
de los alumnos jusga al futbol o
al baloncasto, y al 10% practica
ambos deportes. Adamas hay un
B0% gue no juega al futbol.
Escogido un alumno al azar,
calcula la probabilidad de los
gsiguiantas sucesos.

a) Juague sclo al fitbol.

b) Juegus sclo al balonceasto.

¢) Practigue uno solo de los
daportes.

d) Mo juegue ni al fitbol ni al
balancasto.

S8 considaran ks siguiantss SUcasos: E
F = "jugar al fitbal”, B = “jugar al baloncasto®
Sa uliliza un diagrama de Venn para caloular al
ndmens da alumnos gque pracdican wn dnico da-
portea.

En F M B astan el 10% de los alumnos.

Coma al 60% no juega al fotbol, & deduca qua
el A0%: jusga.

Por tarto, hay un 40% — 10% = 30% de alumnos que juegan sale al fitbal,

Coma al 60% da los alurmnos practica fitbol o baloncasto, se deduce gue & 20%
practica sok baloncesta.

g} 03

b) 0,2

c) 03 +02=05

d)1 —08=04




Probabllidad condlclonada. Indepandencla de sucesos

Un astudiante hace dos pruabas
gn un mismo dia. La

prababilidad ds qua passa la

primara prusba ss 0,6; la

probabilidad de gue passa |a
sagunda es 0.8 y la de que pase

ambas as 0.5.

a) £Cual es la probabilidad de
gua pass al manos una
prusba?

b)] iCual es la probabilidad de
guea No pase ninguna pruabsa?

¢) £Son las pruabas sucesos
indapendiantes?

d) £éCual es |la probabilidad de

gua passa la segunda pruaba
an caso de no habear
suparadao la primeara?

=8 considaran ks siguantes SUca808:

= P(A) = 06

B = "paser la segunda prugba”™ = P[B) = 0B

AN B = "pasar las dos pruabas” = PA N B) = 05

a) PIAUB)=PA) + PIB) — PIANB) =06 + 08 — 05 = 09
Bl PIAnBl=PAUB) =1-PAUB =1-08 =01

A = "pasar la primeamn proaba”

) Pl4) = 06 PlAE) = F{'itg] Elize g'g = 0,625,

Como PlA) = PIAB), A v B no son indapandientas.

dB={@dnBg uU(Ena: FB =pPANB + ~EBNA);
DBE=05+AMBNA) =PENMNA =03 =

_PBNA _ 03
PlE/A) = AAl 1 -08

= 0,75



Probabllidad total y teorama de Bayes

En una casa hay tras llaveros A, Se ordenan los datos en un diagrama de arbol.
By C, al primero con 5 llaves, el
segundo con T y al tercer con

B, de las que salo una dea cada % Al
llevaro abre la puarta del Llavarg A =——
trastara. Se escoge al azar un 3 7, 4 —— Mo abre
llavaro v, de &l, una llava para -:1_;"! 3
imtantar abrir el iraa!ﬂ;n ff’ 1
: i e 1
a) £Cual sera la probabilidad de ‘J\/ 3 . T Abre
gua &l Navero escogido sea Liavery B - T No abre
8l C y la llava no abra? \ T
b} éCudl sera la probabilidad de 1
: 3 1
gua s& aciarta con la llava? 8 __ Abre
¢) ¥ sila llave sscogida es la aai Ll Mo ahbre
e ; T
correcta, écual sera la a

probabilidad de gua
pertanazca al llavero A?
g} Es una aplicacion dal eorama de la probabilidad compuesta,
1 7 ¥

Plllavaro C y na abrir) = T B0 02817

b) Es una aplicacion del tecrema de la probabilidad total.
Plabrir) = PlabriA) - PlA) + Plabrir/8) - P(B) + Plabr/C) - P(C) =

1 1 1 131

_+_ s

165 21 24 B40
¢) Es una aplcacion dal tecrema de Bayas.

= 0,15658

]
Plabrintd) - P4} 15
P{abrir) T 1

15 T 31

= BAZTE

P{llavara Afabra) = :
* 5



